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Abstract: A second order explicit Gauss scheme with staggered grids for one-dimensional hyperbolic con-
servation laws is proved to be convergent under the restriction of CFL condition． The convergence rate is
proved to be first order and a point-wise error bound is presented． The scheme is simpler，easier to be co-
ded and low computational cost since no Ｒiemann problem is solved．
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= 0， t ＞ 0，x∈Ｒ，f∈C2
u( x，0) = u0 ( x) ， x∈













解决。Harten，Hyman 和 Lax［1］在 1976 年证明了单
调差分格式是一阶收敛的，并且收敛到的解满足熵











年的 开 创 性 工 作 开 始，Kroner 等［8］，LeFloch 和
Liu［9］，Lions 和 Souganidis［10］，Osher 和 Tadmor［11］，
Yang［12］等数学工作者相继提出了证明高阶差分格











格式的构造过程。记 Δx 为空间步长，Δt 为时间步
长，λ = ΔtΔx 为 步 长 比
，xj = jΔx，tn = nΔt，xj + 1 /2 =
j +( )12 Δx。以 vnj 和 vnj + 1 /2 分别记 u ( x，t) 在时间 tn




Δx∫Iju( x，tn ) dx
vnj+1 /2 =
1
Δx∫Ij+1 /2u( x，tn ) dx
( 2)
利用线性逼近，在每个时间层上重构平均值函数:













x x = xj
+ O( Δx) ，并且除去函
数 u( x，t) 的驻点外，O( Δx) 是 Lipschitz 连续的。在




u( x，tn+1 ) dx = ∫
x j+1
xj




( f( u( xj+1，t) ) － f( u( xj，t) ) ) dt ( 4)
使用重构函数替换式( 4) 中的 u( x，tn ) ，采用两点高
斯积分公式近似式( 4) 中的关于时间的积分并且去
掉高阶项，由此得到交错网格上的高斯型格式:








8 ( v'j +1 － v'j ) －λ( h
n





2 ( f( v
n
j － h1 f' j ) + f( v
n






f( u( x，tn ) )
x x = xj




槡3( )6 ，h2 = λ 12 +槡3( )6 。
在实际计算中经常使用格点格式。用格点上的
近似值代替格式( 5 ) 中定义在区间上的平均近似
值，即 vnj≈u ( xj，tn ) ，v
n
j + 1 /2≈u ( xj + 1 /2，tn ) ，就得到了
对应的格点格式。
2 格式的收敛性结果
在文献［18］中证明了: 除了在函数 u( x，t) 的驻
点外，由式( 5 ) 定义的高斯型格式对时间和空间是












关心的是局部误差收敛阶。由于问题( 1 ) 的熵解在
间断处是不连续的，因此无法直接估计差分格式的
局部误差收敛阶。为了解决这个问题，在研究运用
消失 粘 性 法 去 逼 近 双 曲 守 恒 律 时，Tadmor 和
Tang［17］提出了逐点收敛率的概念。假设问题( 1) 的
熵解只包含有限个间断，且间断线 S = { ( x，t) x =
X( t) } 是光滑的曲线。距离加权函数 φ( x) ∈C2 ( Ｒ)
定义为偶函数且满足以下条件:
( 1) φ( x) ～
xα，0≤x1
1，x{ 1
( 2) φ'( x) ＞ 0
( 3) xφ'( x) ≤αφ( x)
( 4) φ( k) ( x) ≤Const
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如可取: φ( x) = ( 1 － e － x ) α。
所谓的逐点收敛率就是对如下距离加权误差
E( x，t) = e( x，t) φ( x － X( t) ) =
( uε ( x，t) － u( x，t) ) φ( x － X( t) )











uε ( x，0) = u0 ( x
{
)
的精确解。Tadmor 和 Tang 在文献［17］中将这一概
念推广到了 Lax-Friedrichs 格式的误差收敛阶估计。
下面将用这一方法来估计本文所构造的交错网格上
高斯型格式的误差收敛阶。对固定的 n 定义 J( n)
= min{ j xj≥X( tn ) + Δt
1 /4 }。





j ，则在 u 的光滑区域，当 j≥J( n) 时，
有如下的估计式成立:




j + 1 + e
n




j + 1 － e
n
j ) =
ΔtTnj + O( Δt




f' ( θvnj + 1 + ( 1 － θ ) v
n
j ) dθ， T
n
j ≤
C( enj + 1 + e
n
j ) 。
证明: 因为格式( 5) 为二阶差分格式，故










x ( xj +1，tn)
－U
x ( xj，tn( )) +
λ
2 { f( U
n
j + 1 － h1Δxf'x ( U
n
j + 1 ) ) +
f( Unj + 1 － h2Δxf'x ( U
n
j + 1 ) ) － f( U
n
j － h1Δxf'x ( U
n
j ) ) －
f( Unj － h2Δxf'x ( U
n
j ) ) } = O( Δt
3 )
因为 j≥J( n) 并且 λ 为常数，所以
U
x ( xj + 1，tn)
－ U
x ( xj，tn)
= O( Δx) = O( Δt)
f( Unj +1 － h1Δxf'x ( U
n
j +1) ) + f( U
n
j +1 － h2Δxf'x ( U
n
j +1) ) －
f( Unj － h1Δxf'x ( U
n
j ) ) － f( U
n
j － h2Δxf'x ( U
n
j ) ) =
2f( Unj + 1 ) － 2f( U
n
j ) － O( Δt) ( f' x ( U
n
j + 1 ) －
f' x ( U
n
j ) ) + O( Δt
2 ) = 2f( Unj + 1 ) － 2f( U
n
j ) + O( Δt
2 )
同样
v' j + 1 － v' j = O( Δt
2 )
f( vnj + 1 － h1 f' j + 1 ) + f( v
n
j + 1 － h2 f' j + 1 ) － f( v
n
j － h1 f' j ) －
f( vnj － h2 f' j ) = 2f( v
n
j + 1 ) － 2f( v
n
j ) + O( Δt
2 )
所以
en + 1j + 1 /2 = v
n + 1
j + 1 /2 － U
n + 1








8 ( v' j + 1 － v' j ) －
λ
2 ( f ( v
n
j + 1 －
h1 f' j + 1 ) + f( v
n
j + 1 － h2 f' j + 1 ) － f( v
n
j － h1 f' j ) －










x ( xj + 1，tn)
－ U
x ( xj，tn( )) +
λ
2 { f( U
n
j + 1 － h1Δxf'x ( U
n
j + 1 ) ) + f( U
n
j + 1 －
h2Δxf'x ( U
n
j + 1 ) ) － f( U
n
j － h1Δxf'x ( U
n
j ) ) －
f( Unj － h2Δxf'x ( U
n





j +1 + e
n
j ) －λ( f( v
n
j +1) － f( v
n
j ) － f( U
n
j +1) +
f( Unj ) ) +O( Δt
2) ( 8)
括号中的项
f( vnj + 1 ) － f( v
n
j ) － f( U
n
j + 1 ) + f( U
n
j ) =
f( vnj + 1 ) － f( v
n
j )
vnj + 1 － v
n
j
( vnj + 1 － v
n
j － ( U
n
j + 1 － U
n
j ) ) +
1
vnj + 1 － v
n
j
{ ( f( vnj + 1 ) － f( v
n
j ) ) ( U
n
j + 1 － U
n
j ) －
( vnj + 1 － v
n
j ) ( f( U
n
j + 1 ) － f( U
n
j ) ) } =
ρnj ( e
n




vnj + 1 － v
n
j
{ ( f( vnj + 1 ) － f( v
n
j ) ) ( U
n
j + 1 －
Unj ) － ( v
n
j + 1 － v
n
j ) ( f( U
n
j + 1 ) － f( U
n
j ) ) } ( 9)
而
f( Unj + 1 ) = f( U
n
j ) + ( U
n
j + 1 － U
n
j ) f'( U
n
j ) + O( Δt
2 ) ，
f( vnj + 1 ) = f( v
n
j ) + ( v
n
j + 1 － v
n
j ) f'( v
n




vnj + 1 － v
n
j
{ ( f( vnj + 1 ) － f( v
n
j ) ) ( U
n
j + 1 － U
n
j ) －
( vnj + 1 － v
n
j ) ( f( U
n
j + 1 ) － f( U
n
j ) ) } =
( Unj + 1 － U
n
j ) ( f'( v
n
j ) － f'( U
n
j ) ) + O( Δt
2 ) =
Δt( ux ( η，tn ) /λ) f″( ξ) e
n
j + O( Δt
2 ) 
－ ΔtTnj /λ + O( Δt
2 ) ( 10)
将式( 9) 和式( 10) 代入式( 8) 可得
























定理 2 假设{ vnj } 为格式( 5) 的解，u( x，t) 为问
题( 1) 的熵解，而且 u( x，t) 只包含一个间断 S( t) =
{ ( x，t) x = X( t) } ，则有如下的误差估计式:
vnj － u( xj，tn ) φ( xj － X( tn ) ) = O( Δt) ( 11)
其中，加 权 距 离 函 数 φ ( x ) = ( 1 － e － x ) 3 ～
min( x 3，1) 。
证明: 为了证明式( 11) ，先考虑 j≥J( n) 时的情
形。记
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En + 1j + 1 /2 = φ( xj + 1 /2 － X( tn + 1 ) ) e
n + 1
j + 1 /2
Enj = φ( xj － X( tn ) ) e
n
j
φnj = φ( xj － X( tn ) )
利用 Taylor 展开可得
φnj + 1 = φ
n
j + Δx( φ')
n
j + O( Δx
2 )




2 － ΔtX'( tn( )) ( φ') nj + O( Δx2 ) =
φnj + 1 －
Δx
2 + ΔtX'( tn( )) ( φ') nj + O( Δx2 )
由定理 1，λ = Δt /Δx 为常数以及 0≤φ( x) ＜ 1 这些
条件，可得:
En + 1j + 1 /2 = φ
n + 1
j + 1 /2e
n + 1
j + 1 /2 = φ
n + 1
j + 1 / [2 12 ( enj + 1 + enj ) －
λρnj ( e
n
j + 1 － e
n
j ) + ΔtT
n
j + O( Δt
2 ]) =
1
2 － λρ( )nj φn + 1j + 1 /2enj + 1 + 12 + λρ( )nj φn + 1j + 1 /2enj +
O( Δt) Tnj φ
n + 1
j + 1 /2 + O( Δt
2 ) =
1
2 － λρ( ) [nj φnj + 1 － Δx2 + ΔtX'( tn( )) ( φ') nj +
O( Δx2 ]) enj + 1 + 12 + λρ( ) [nj φnj +
Δx
2 － ΔtX'( tn( )) ( φ') nj + O( Δx2 ]) enj +
O( Δt) Tnj φ
n + 1
j + 1 /2 + O( Δt
2 ) =
1













O( Δt) Tnj φ
n +1







j [－ Δx4 + 12 ΔtX'( tn) － 12 Δtρnj －


























j +1 /2 +O( Δt
2)
将此式记为




j + a1 + a2 + a{ }3 Enj +1 {+ 12 +λρnj +

































根据 CFL 条件( 6) 及间断线的性质可知 X'( tn) 和 ρ
n
j 是
有界的。由 φ( x) = ( 1 － e － x ) 3 可以得到 xφ'( x)








≤O( Δt －1 /4)
( φ') nj
φnj
≤O( Δt －1 /4)
故存在常数 C1 ＞0 使得
ai ≤C1Δt
3 /4， bi ≤C1Δt
3 /4，i =1，2，3 ( 13)
另一方面:
















a3 + b3 = Δtλρ
n




















根据 X'( tn ) ，ρ
n
j 和 J( n) 的定义可知
X'( tn ) － ρ
n




( 1 － θ) vnj ) dθ = ∫
1
0
［f'( u( X( tn ) +
0，tn ) ) － f'( θv
n
j+1 + ( 1 － θ) v
n




［u( X( tn ) + 0，tn ) － ( θv
n
j+1 +
( 1 － θ) vnj ) ］dθ =
1
2 f″( ξ) ［2u( X( tn) +
031 南 京 邮 电 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 ) 2014 年




j ) ］ =
1
2 f″( ξ) ux ( η，

























由上可知，当 λ 和 Δt 充分小的时候可以保证 12 －




j + b1 + b2 + b3≥0 同
时成立。在此条件下，由式( 12 ) 至式( 15 ) 可知，存
在常数 C ＞ 0 使得






j + b1 + b2 + b }3 Enj +
O( Δt) Tnj φ
n + 1
j + 1 /2 + O( Δt
2 ) ≤
( 1 + a1 + a2 + a3 + b1 + b2 + b3 )
max( Enj +1 ， E
n
j ) +O( Δt) ( E
n
j + 1 +
Enj + O( Δt) ) + CΔt
2≤
( 1 + CΔt) max( Enj + 1 ， E
n
j ) + CΔt
2
( 16)
同理，当 j ＜ J( n) 时，可以证明如下不等式成立
En + 1j + 1 /2 ≤( 1 + CΔt) max( E
n
j + 1 ， E
n
j ) + CΔt
2
( 17)
综合式( 16) 和式( 17) 可得
max
j
{ En + 1j + 1 /2 }≤( 1 + CΔt) maxj { E
n
j } + CΔt
2
( 18)
因此存在常数 M ＞ 0，使得对于任意偶数 n 成立max
j
{ Enj }≤MΔt，对任意奇数 n 成立maxj { E
n
j + 1 /2 }
≤MΔt，即式( 11) 成立。
证毕






定理 3 设{ vnj } 为格式( 5) 的解，u( x，t) 为问题
( 1) 的熵解，且 u( x，t) 只包含有限多个间断 Si ( t) =
{ ( x，t) x = Xi ( t) } ，i = 1，2，…，m( t) ，则成立如下
的误差估计式:
vnj － u( xj，tn ) ∏
m( t)
i = 1
φ( xj － Xi ( tn ) ) = O( Δt)
其中，加 权 距 离 函 数 φ ( x ) = ( 1 － e － x ) 3 ～
min( x 3，1) ，m( t) 为 t 的不增函数。
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